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Constant Return to Scaleの生産関数はその特別な理論的性質と，コプーダグラス或
いはまたCES生産関数に見られるような実証的な研究における重要性とあいまって，常
に経済学の中で注目されて来た。特に最近では新古典派の成長理論の1つのcornerstone 
として更に脚光を浴びるに至った。ここで簡単にその一般的性質をまとめておくのも意味
のない事でも無いと思われる。従って以下に述ぺるものには何ら新らしい提案は含まれて
いない。
1. 序説
生産関数は投入量と産出量との技術的関係を抽象的に示したものであって結合生産物の
ある場合には
g(X1, X2, ……，功"'Y1,Y2, ……, Yn)= 0 (1) 
で示されるのが普通である。ただし，ここで功は投入量， Y;は産出量を示すものとし，
i,jは経済における各財貨を適当な）頓序に並べ番号を付したものとする。 gは慣例に従っ
て関数記号である。このような形では取扱いに非常に困難な場合が多いので，多少とも一
般性を犠牲にして陽表的に
Y=f(x1, X2, …・, x,』) (2) 
とあらわす事が多い。iをある与えられた定数とした場合
,1ry=f(入ズ1,入x2,……， 入Xn) (3) 
の関係式が成立する場合を r次の同次関数と言う。 r=lの場合は1次同次関数となる
が， yを産出量，ズiを投入量と見れば，これが1次同次の生産関数である。この湯合投入
量を全て i倍すれば産出量も i倍になるのであり，例えば ..l=2とした場合には同じ企
業を並べてもう 1つ横に建設するのと同じであって，当然投入最産出量は共に2倍となる
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と考えられるから比較的常識として受入れやすいであろう。ただしこの場合，外部経済，
外部不経済 (externaleconomies and diseconomie)*が一切考慮されていない点は注意
をうながしておく必要があろう。このような生産関数は constantreturn to scaleであ
ると言われる。コプ及びダグラスが，いわゆるコプ＝ダグラス生産関数を使って実証的研
究を始めた場合，この constantreturnの立証が1つの目的でもあった。しかもこれに
オイラーの定理を適用すれば分配の問題も限界原理によって簡単に解決しうる（〔1〕P-
317)。即ち(2)式にオイラーの定理を適用すれば
紺・at
Y=函ぞ1十声元2+・……+— at 8功gXn (4) 
となり，利澗極大の条件と完全競争の仮定から投入物の限界生産性は実質価格に等しいの
が立証されるから産出物はことごとく生産要素の報酬として分配され尽す。またその拡張
It 
径路は原点を通る直線となるから，投入物の相対価格が一定である限り投入量の比は一定
である。投入物を資本 K と労働 Lのみとすれば産出量 Yは
Y=F(K, L) (5) 
となる。ここで(3)式の入=1/Lとして全てを労働1単位のタームで測れば
がF(f,1) 
或いは
Y=f(k) (6) 
y K 
となる。ただし Y=-y;, k =1, ーである。また資本の平均生産性は
Y Y L f(k) x=—rx=ゴ戸 (7) 
となる。 Kの増大は capitaldeepningであるから，労働の平均生産性はKの増大によっ
てのみ起されると考えられる。生産関数の一般的議論から次の仮定を生産関数(6)は満足し
なければならない。 (well-behavedの仮定）
1. 労働の平均生産性 yは資本労働比率 Kのみによって決まり，操業の規模とは関係は
ない。
2. 労働の平均生産性 yは資本労働比率 Kが増加するに従って増加する。 f'(k)>O
3. 労働の平均生産性 yは資本労働比率 Kに従って増加するが，その割合は逓減する。9
＊外部節約，外部浪費と言った方が本来の意味に忠実である。
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f"(k)<O。
2. 限界生産性
さて生産関数は Y=L・f(岱）=L・f(k)となるから，先づ資本の限界生産性aY!aKを
求めれば
悩=L・唸 +f(k)骰=L・響
=L・ 
df(k) 8k ＝ 1 dk aK L・f'(k)-=f'(k) L 
となる。 aYJaKは完全競争の下では資本
の報酬率（利子率） rに等しい。したがっ
て第1図の ABはkoに対する資本の報酬
rkoを示しており
rK 
rk=了
であるから労働1単位あたりの所得のうち
資本による報酬部分を示している。労働の
限界生産性は資本のものよりもやや複雑で
ある。
Y=L・f(k) 
であるから，
? ? ?
? ?
ー
?
（?）
? ?
??
?
如
第 1図
? ?＿ ＿ ??
岱=L・恐佗+f(k)翡
=L 8/
(k) ・可r—+f(k)
a (K) d(t;) K 
詞 L =K・孟＝一戸
したがって
贄=f(k)-kf'(k)=W 
となる。ただしここで W は賃銀率である。
Y=wL+rK 
(8) 
(9) 
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rK 
であるから Y=W+Lー が成立する。資本が生産にとって必要欠くぺからざる投入物で
あるとすれば， k=Oの場合には Y=Oとなり積分定数もゼロとなるから， Y=frdkが成
立する。 dw/dk=f'(k)-kf0(k)-f'(k)= -kf°(k)であり f°(k)<Oであるから賃銀率
はKの増大と共に増加し， dr/dk=f°(k)<Oであるから rはKの増大と共に減少する。
そうすれば労働1単位当りの資本量が変化するに従って rとW とがどのように変化する
であろうか。次にその関係を確立しておこう。
ここでは絶対量で比較するのは大して意味が無いから相対変化量を取って資本労働比率
に対する利子率の弾力性μを考えよう。 Kとrの関係は右下りの曲線となっているから，
μ は需要の弾力性と全く同じように考えてもよいであろう。従って
dr/r dr k μaee;- =---
dk/k dk r 
となる。 dr/dk=l°(k)であるから
k µ=-f°(k)•->o r 
となる。また資本労働比率に対する賃銀率の弾力性 I は
I三三dw/w dw k dk/k =祁・w
=-k. /0(k)-ffi-=µ• 生>o
となる。産出量中労働に対する分配分を aとすれば
l Y wL+rK rK a=-wr:= wL = l十uiL
rK 
すー 1=UJL 
1-a rK r 
a =皿=w•k
したがって
1-aμa II=µ-—或いは一—--a v―1-a 
上の2つの弾力性の比は労働への分配率と密接な関係を持っているのが分った。
3. 代替の弾力性
UOl 
(1) 
(12) 
資本労働比率に従って賃銀率，利子率がどのように変化するかを考えて見た場合，それ
が生産要素への分配率によって決まるのが分った。ではこの分配率は何によって決まるの
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であろうか。限界生産力説の教える所に従えば限界生産性の比がこれを決定するのは当然
であり，又これが投入物の価格の比Ir.等しくなる。異なる投入物（或いはその限界生産
性）を測定するのに統一した単位があるのが望ましいが，この点に関して consensusが
見られない今日，単位について無関係な弾力性を使用して把握するのが好都合である。代
替の弾力性0はこのような観点から考えられたものであり，投入物の代替性の難易と言う
技術的特性，即ち等量線の曲率を測定しようとするものである。
dk/k a dk 
a= d(w/r)/(w/r) =丁コz・d(w/r)
dlogk 
dlog (w/r) 
分母は等費用線の勾配のパーセンテージ変化であり，分子は投入物価格の相対的変化即
ち等費用線の勾配の変化によって起った投入量のパーセンテージ変化である。もし投入物
の代替が不可能な場合には，等費用線の勾配がどんなに変わっても，投入量に何の相対的
変化を与えないから， dk/kはゼロとなり， a=Oとなる。逆に完全に代替可能な場合に
は少し投入物の価格が変化しても安くなった方の投入物が全面的に利用されるようになる
から dk/kは無限大に近くなる。或いは有限値であっても，分母の無限小の変化も完全な
代替をひき起す点を考えれば， 0はほぼ 00でなければならない。即ち a=Oのときは等
量線はL字型になっており， 6 が K 
00に近い時には直線となってい
る。一般的にはこの2つの極端な
場合の中間に等量曲線はあると考
えられている。したがって
O~o<oo 
と主張しうるであろう。 0 を図示
すればどのように表現しうるであ
ろうか。第2図は周知の生産の等
量線図表である。 Iは単位等量
線である。 constantreturn to 
scaleを生産関数に仮定したか
ら，どの等量線も Iを適当な
scaleでそのままのパターンを保
ー
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って拡大，或いは縮少したものとなっている。従って constantreturn to scaleの場合
には1本の等量線で他の全ての等量線の持つ特性を代表させる事が出来よう。前にもふれ
たように，原点を出発点とする直線を引けば，全ての等量線との交点では全て等しい勾配
を持っているのが確められる。即ち
dK dY dK f(k)-kf'(k) 
亙＝祁dY= f'(k) 
であって等量線の勾配は Kのみで決まる。さて初め resourceendowmentとして与え
られた LとKの比率が k1であったとしよう。完全競争と生産関数の1次同次性の仮定
より投入物KとLの報酬の比は等費用線ABの勾配に等しくなるであろう。従って
k1-
FE1 w FE1 
一歪，（ァ）『百
である。投資などによって resourceendowmentに変化があり，資本労働比率が増加し
k1から k2になったとしよう。その結果，生産者均衡点は E1から E2に移動する。
また資本と労働に対する報酬率は（苧）1から（苧）2に変化し，直線 CDと平行な直線
BGを引けば勾配には何ら変化はないから
に）＝旦r 2 FB 
となり，一方
FH 
k2=-0F 
となる。 dk与Jk=k2-k1とおけば
FH FE1 凪H
Jk=加ーでF=歪
となる。 k1=~歴—であるから，
,Jk E1H/OF E1H OF E1H 
万=F.芦 w=歪・F'&=芦
また
A(w) Ff FE1 Ei] 
ァ＝窃一祠＝．
.1(苧）幻/FB E1] 
w =FE1/FB=云? ?
したがって
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dk 
T E道/FE1 E辺
a=石広J/FE1=戸
r 
w 
r 
） 
となる。コプーダグラス生産関数では E1H=E1]となり， CES生産関数では点］がど
の等量線に対しても直線 OM上に来る。
さて dlog (苧）=d log w-d log rであるから
l dlog(竺-;= r) =生上__!!__ _!_ 
d log k w dk r dk 
=μ 十y
＝（資本労働比率に対する利子率の弾力性）＋（資本労働比率に対する
賃銀率の弾力性）
となる。したがって
1 a= μ十y
ッツ
＝＝ μa =11(1-a) 
1+-ッ 1+ 1-a 
したがって
1-a II= 或いは μ= a a a 
ここで代替の弾力性と他の変数μ,I, aとの関係が明らかになった。近年代替の弾力性
が重視されるようになったのは，コプーダグラス生産関数を一般化したものとしてCES
生産関数が提唱された事によるものと考えられる。これら実証的研究では統計学上及び計
量経済学上の技術そのものに，すでに可成り複雑な問題を含んでいるから，経済理論で開
発される生産関数は出来るだけ簡単な内容のものが望ましいのは言うまでもない。また以
上の生産関数がミクロのものかマクロのものかを論ぜずに来た。ここではこれがミクロの
ものであり，マクロの場合には必ずしも well-behavedの仮定が満たされない場合がある
点を指摘しておきたい。 (cf.〔4〕）
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